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1 Introduction
Les C*-modules hilbertiens sont une généralisation naturelle des espaces hilbertiens dans lesquels le

corps C des scalaires est remplacé par une C*-algèbre. Cette généralisation, dans le cas de C*-algèbres
commutatives, est apparu dans l’article [3] de I. Kaplansky ; cependant le cas non commutatif semblait
trop compliqué à ce moment. La théorie générale de C*-modules hilbertiens est apparue il y a 25 ans
dans les articles pionniers de W. Paschke [6] et M. Rieffel [8]. Cette théorie s’est révélée être un outil
très pratique dans la théorie des algèbres d’opérateurs, permettant l’obtention d’informations sur les
C*-algèbres par l’étude des C*-modules hilbertiens sur eux.

Les C*-modules hilbertiens sont cruciales pour la formulation de KK-théorie de Kasparov [4] et pour
fournir un cadre approprié pour étendre la notion de Morita équivalence de C *-algèbres [9]. Ils peuvent
être aussi considérés comme la généralisation des fibrés vectoriels de C*-algèbres non-commutatives. Et
tels object mathématiques jouent un rôle important dans la géométrie non commutative, notamment
dans la théorie des groupes quantiques C*-algébriques [2], et C*-algèbres de groupoïdes.

Le but de ce travail est utiliser les C*-modules hilbertiens comme outil pour formuler la généralisation
du théorème de Stinespring et son application dans la théorie des extensions de la forme

0→ A⊗K → B → C → 0,

où A,B,C sont des C*-algèbre et K est la C*-algèbre d’opérateurs compacts sur un espace hilbertien
séparable.

2 Préliminaires

2.1 L’algèbre d’opérateurs compacts
Proposition 2.1 On suppose que H est un espace hilbertien. Tout opérateur d’image fini est compact ;
un opérateur est compact si et seulement s’il est la limite normique d’une suite d’opérateurs continus
d’image fini. Si h⊗ k note l’opérateur d’range un, g 7→ ( g | k )h, alors

K(H) = span{h⊗ k : h, k ∈ H}.

Corollaire 2.2 L’ensemble K(H) d’opérateurs compacts sur H est un idéal bilatère fermé de B(H). En
particulier, K(H) es une C*-sous-algèbre de B(H).
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Notation 2.3 Si l’espace hilbertien H est séparable, on note K := K(H) et B := B(H).

2.2 C*-algèbres
Définition 2.4 Une algèbre de Banach est une algèbre A sur C qui est un espace de Banach par rapport
à une norme qui est sous-multiplicative, i.e. ‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖ pour tout a, b ∈ A.

Exemple 2.5 Si E est un espace de Banach complexe, alors l’ensemble B(E) de tous les opérateurs
bornés sur E est une algèbre de Banach avec les opérations algébriques et norme usuelles.

Définition 2.6 Si une algèbre de Banach A est munie d’une fonction x 7→ x∗ ∈ A avec les propriétés
suivantes

(i) (a∗)∗ = a;
(ii) (a+ b)∗ = a∗ + b∗;

(iii) (λa)∗ = λa∗;
(iv) (ab)∗ = b∗a∗;
(v) ‖a∗‖ = ‖a‖;

pour tout a, b ∈ A et λ ∈ C, alors A est appelée une algèbre de Banach involutive et la fonction a 7→ a∗ est
appelée la involution (ou *-opération) de A. Si la involution de A satisfait de plus la condition suivante

(vi) ‖a∗a‖ = ‖a‖2,

pour tout a ∈ A (cette condition est appelée condition C*), alors A est appelé une C*-algèbre.

Exemple 2.7 Si H est un espace hilbertien complexe, alors l’algèbre de Banach B(H) de tous les opé-
rateurs bornés sur H est une C*-algèbre avec l’involution T 7→ T ∗, où T ∗ est l’opérateur adjoint de
T .

Proposition 2.8 Si A est une algèbre de Banach avec identité 1, alors il existe une norme ‖·‖0 sur A
tel que :

(i) la nouvelle norme ‖·‖0 est équivalente à la norme originale ‖·‖ ;
(ii) (A, ‖·‖0) est une algèbre de Banach ;
(iii) ‖1‖0 = 1.

Preuve. Pour chaque a ∈ A, on note par La l’opérateur b ∈ A 7→ ab ∈ A. La fonction a 7→ La est
injective car La(1) = a. On définie ‖a‖0 := ‖La‖, pour tout a ∈ A. Par l’inégalité ‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖, on a
‖a‖0 ≤ ‖a‖. D’autre part, on a

‖a‖/‖1‖ ≤ sup{‖ab‖ : ‖b‖ ≤ 1} = ‖La‖ = ‖a‖0.

Alors, la norme ‖·‖0 est équivalente à la norme originale. Les affirmations (ii), (iii) découlent facilement
de (i). �

Après la proposition précédente, on va supposer toujours que la norme de l’identité est 1 si l’identité
existe. Une algèbre de Banach avec identité est appelé unitaire.

Remarque 2.9 Si A est une algèbre de Banach involutive unitaire, alors on a 1∗ = 1. De plus, si A est
une C*-algèbre unitaire, la condition ‖1‖ = 1 découle automatiquement de la condition C*.

Si une algèbre de Banach involutive A n’est pas unitaire, alors on peut plonger A dans une algèbre
de Banach involutive unitaire A1 de la manière suivante : On considère la somme directe A⊕ C comme
l’espace vectoriel A1, qui est fourni avec une structure d’algèbre de Banach par

(a, λ)(b, β) := (ab+ βa+ λb, λβ);

(a, λ)∗ := (a∗, λ);

‖(a, λ)‖ := ‖a‖+ |λ|;
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pour tout (a, λ), (b, β) ∈ A ⊕ C. La fonction a ∈ A 7→ (x, 0) ∈ A1 est un isomorphisme isométrique
et l’élément (0, 1) est l’identité de A1. Si on identifie chaque a ∈ A avec (a, 0) ∈ A1, alors on écrit
(a, λ) = a+ λ1A1

. Avec cette identification, A est un idéal de A1.

Néanmoins, dans le cas où A est une C*-algèbre, A1 n’est pas nécessairement une C*-algèbre. Mais,
pour devenir une C*-algèbre, on peut modifier la norme sur A1 de la manière suivante :

Proposition 2.10 Si une C*-algèbre A n’est pas unitaire, alors il existe une norme sur A1 qui fait de
A1 une C*-algèbre.

Preuve. Pour tout a ∈ A, et λ ∈ C, on définit ‖a+ λ1A‖ := sup{‖ab+ λb‖ . ‖b‖ ≤ 1}. Avec cette norme
définie A1 est une C*-algèbre. �

Après la proposition précédente, si on considère une C*-algèbre A qui n’est pas unitaire, alors A1

notera la C*-algèbre unitaire obtenu par le procédure précédente.

Proposition 2.11 Pour tout a ∈ A, ils existent b, c ∈ A tel que a = bc.

2.3 Stabilisation
Définition 2.12 Une C*-algèbre A est dite stable si A⊗K ' A. La stabilisation d’une C*-algèbre A est
AS := A⊗K.

Proposition 2.13

1. K est l’adhérence de M∞(C) =
⋃

NMn(C), c’est-à-dire K = lim−→Mn(C).
2. A⊗K est l’adhérence de M∞(A) =

⋃
NMn(A).

3. K est stable, c’est-à-dire K ⊗K ' K.
4. La stabilisation d’une C*-algèbre est stable.
5. Si A est stable, A 'Mn(A) pour tout n.
6. Si α : K → K est une automorphisme, alors il existe un élément unitaire U ∈ B tel que α = ad(U),

c’est-à-dire α(K) = UKU∗ pour tout K ∈ K.

�

2.4 Algèbre de multiplicateurs
Définition 2.14 Soit I un idéal non nul dans une C*-algèbre A. On dit que I est essentiel, si pour tout
idéal J 6= 0, on a I ∩ J 6= 0.

Théorème 2.15 Soit A une C*-algèbre. Alors, il existe une C*-algèbre unitaireM(A) qui contient à A
comme un idéal essentiel. Cette C*-algèbre unitaire a la propriété universelle : Si A est un idéal dans
une C*-algèbre B, alors il existe un unique morphisme µ : B →M(A) tel que µ est l’identité dans A. De
plus, µ est injectif si et seulement si A est essentiel dans B.

A //

i
""

B

µ

��

M(A)

�

Remarque 2.16 Découle du théorème précédent que pour tout C*-algèbre A, M(A) est unique à un
isomorphisme près. La C*-algèbreM(A) est appelé l’algèbre de multiplicateurs de A.

Il y a plusieurs manières de construireM(A) pour prouver le théorème. On utilisera la construction
de R. Busby, qui utilise les double centralisateurs o multiplicateurs.
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Définition 2.17 Un double centralisateur pour une C*-algèbre A est une couple (L,R) des fonctions
L,R : A→ A qui satisfait aL(b) = R(a)b pour tout a, b ∈ A. L’ensemble de tous les doubles centralisateurs
pour A est noté parM(A).

Exemple 2.18 Si I est un idéal dans une C*-algèbre A, et a ∈ A, donc La : b 7→ ab et Ra : b 7→ ba sont
fonctions de I vers I. Comme b′La(b) = b′ab = Ra(b′)b pour tout b, b′ ∈ I, donc (La, Ra) est un double
centralisateur pour I.

Proposition 2.19 Si (L,R) est un double centralisateur pour A, alors L(ab) = L(a)b et R(ab) = aR(b)
pour tout a, b ∈ A. De plus, L et R sont morphismes linéaires bornés avec ‖L‖ = ‖R‖.

�

Proposition 2.20 L’ensemble M(A) est une C*-algèbre unitaire avec la norme et les opérations d’al-
gèbre définie de la manière suivante

(L1, R1) + (L2, R2) := (L1 + L2, R1 +R2);

(L1, R1)(L2, R2) := (L1 ◦ L2, R1 ◦R2);

λ(L,R) := (λL, λR), λ ∈ C;

‖(L,R)‖ := ‖L‖ = ‖R‖.

Si T : A→ A est une fonction, on définit T ∗ : A→ A comme la fonction a 7→ (T (a∗))∗. Alors, on a une
involution surM(A)

(L,R)∗ := (L∗, R∗).

L’élément (idA, idA) est l’identité deM(A). De plus, il existe un morphisme injectif

iA : A → M(A)
a 7→ (La, Ra)

�

Proposition 2.21 Soit A, B deux C*-algèbres non unitaires et ϕ : A→ B un morphisme surjectif. Alors,
ϕ peut être étendu à un morphisme ϕ′′ : M(A)→M(B) et il induite aussi un morphisme ϕ′ : M(A)/A→
M(B)/B tels que le diagramme suivant commute

A
iA
//

ϕ

��

M(A)
πA
//

ϕ′′

��

M(A)/A

ϕ′

��

B
iB
//M(B)

πB
//M(B)/B

De plus, si ϕ est un isomorphisme, alors ϕ′ et ϕ′′ les sont aussi.

�

3 C*-modules hilbertiens
Ici, on va décrire ses propriétés basiques des C*-modules hilbertiens, on va aussi montrer quelques

exemples très importantes. Tout au long, A note une C*-algèbre qui n’est pas nécessairement unitaire.
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3.1 Modules hilbertiens
Définition 3.1 Par un A-module à droite, on désigne un espace vectoriel X muni d’une loi externe

· : X×A → X
(x, a) 7→ x · a

qui satisfait pour tout a, b ∈ A, tout x, y ∈ X et tout λ ∈ C les conditions suivantes
• x · (a+ b) = x · a+ x · b,
• (x+ y) · a = x · a+ y · a,
• x · (ab) = (x · a) · b,
• λ(x · a) = (λx) · a = x · (λa).

D’une manière similaire, on peut définir un A-module à gauche X. Quelque fois, on va écrire XA pour
souligner qu’on voit l’espace vectoriel X comme un A-module à droite, et on va écrire AX pour souligner
qu’on voit l’espace vectoriel X comme un A-module à gauche.

Remarque 3.2 Dans toute la suite, si on dit un A-module on comprendra qu’il s’agit d’un A-module à
droite.

Remarque 3.3 Tout A-module à droite X est aussi un A1-module à droite. En effet, on peut étendre
l’action de la manière suivante

x · (a+ λ1A) := x · a+ λx,

pour tout x ∈ X, a ∈ A et λ ∈ C.

Définition 3.4 Un A-module pré-hilbertien à droite est un A-module à droite X muni d’un A-produit
scalaire

〈 · , · 〉A : X× X→ A

qui satisfait les conditions suivantes :
(a) 〈 x , λy + βz 〉A = λ〈 x , y 〉A + β〈 x , z 〉A, pour tout x, y, z ∈ X et tout λ, β ∈ C ;
(b) 〈 x , y · a 〉A = 〈 x , y 〉Aa, pour tout x, y ∈ X et tout a ∈ A ;
(c) 〈 x , y 〉A = 〈 y , x 〉∗A, pour tout x, y ∈ X ;
(d) 〈 x , x 〉A ≥ 0, pour tout x ∈ X ;
Si en plus, on a 〈 x , x 〉A = 0 si et seulement si x = 0, X est appelé un A-module pré-hilbertien

séparé.

Remarque 3.5

• Les conditions (a) et (c), impliquent que 〈 · , · 〉A est antilinéaire dans la première variable. En
effet, on a 〈 λx+ βy , z 〉A = (λ〈 z , x 〉A + β〈 z , y 〉A)∗ = λ〈 x , z 〉A + β〈 y , z 〉A, pour tout
x, y, z ∈ X et tout λ, β ∈ C.

• De la même façon, (b) et (c), impliquent que 〈 x · a , y 〉A = a∗〈 x , y 〉A, pour tout x, y ∈ X et
tout a ∈ A.

• Pour tout x, y ∈ X, on a par sesquilinéarité

4〈 x , y 〉A =

3∑
k=0

ik〈 x+ iky , x+ iky 〉A.

• L’adhérence de la *-algèbre I = span{〈 x , y 〉A : x, y ∈ X} est un idéal bilatère de A.

Remarque 3.6

• D’une manière similaire, on peut définir un A-module pré-hilbertien (séparé) à gauche.
• Tout A-module pré-hilbertien (séparé) est aussi un A1-module pré-hilbertien (séparé).

On va montrer les deux exemples élémentaires pour fixer idées, on construira des exemples plus
intéressant dans la suite.
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Exemple 3.7 Les C-modules pré-hilbertiens séparés sont les espaces pré-hilbertiens sur C dans lesquels
le “produit scalaire” est antilinéaire dans la première variable.

Exemple 3.8 Avec l’action de A par multiplication à droite, et le produit scalaire 〈 a , b 〉A := a∗b, la
C*-algèbre A est un A-module pré-hilbertien séparé qui est noté AA. En effet, avec la définition du produit
scalaire donnée, les axiomes sont facilement vérifiés ; de plus, on a par la condition C* de A :

〈 a , a 〉A = 0 ⇔ a∗a = 0 ⇔ ‖a∗a‖ = 0 ⇔ ‖a‖2 = 0 ⇔ a = 0.

De la même manière que les espaces pré-hilbertiens, on espère qu’un A-module hilbertien soit un
A-module pré-hilbertien séparé qui est complet par rapport à la norme définie par

‖x‖A := ‖〈 x , x 〉A‖
1/2
.

Heureusement, cette formula définit une norme ; la preuve découle des propriétés fondamentales d’une
C*-algèbre.

Lemme 3.9 (L’inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit X un A-module pré-hilbertien. Pour x, y ∈ X, on
a

〈 y , x 〉A〈 x , y 〉A ≤ ‖〈 x , x 〉A‖〈 y , y 〉A.

Preuve. Soit a := 〈 x , y 〉A. Pour chaque t ∈ R∗+,

0 ≤ 〈 x · a− ty , x · a− ty 〉A = a∗〈 x , x 〉Aa−2ta∗a+t2〈 y , y 〉A ≤ (‖〈 x , x 〉A‖−2t)a∗a+t2〈 y , y 〉A.

Donc, pour tout t ∈ R∗+ tel que ‖〈 x , x 〉A‖ ≤ t, on a

ta∗a ≤ t2〈 y , y 〉A,

a∗a ≤ t〈 y , y 〉A. (1)

Alors, on a deux cas :
• Si ‖〈 x , x 〉A‖ = 0, comme on a

‖a‖2 = ‖a∗a‖ ≤ t‖〈 y , y 〉A‖,

pour tout t > 0, donc ‖a‖ = 0.
• Sinon, on prend t := ‖〈 x , x 〉A‖. De (1),

〈 y , x 〉A〈 x , y 〉A ≤ ‖〈 x , x 〉A‖〈 y , y 〉A.

�

Remarque 3.10 Comme 0 ≤ 〈 y , x 〉A〈 x , y 〉A ≤ ‖〈 x , x 〉A‖〈 y , y 〉A, donc

‖〈 x , y 〉A‖
2 = ‖〈 y , x 〉A〈 x , y 〉A‖ ≤ ‖〈 x , x 〉A‖‖〈 y , y 〉A‖.

Corollaire 3.11 Soit X un A-module pré-hilbertien. Pour tout x, y ∈ X,√
‖〈 x+ y , x+ y 〉A‖ ≤

√
‖〈 x , x 〉A‖+

√
‖〈 y , y 〉A‖.

Preuve. Pour x, y ∈ X, on a

‖〈 x+ y , x+ y 〉A‖ = ‖〈 x , x 〉A + 〈 x , y 〉A + 〈 y , x 〉A + 〈 y , y 〉A‖

≤ ‖〈 x , x 〉A‖+ ‖〈 x , y 〉A‖+ ‖〈 y , x 〉A‖+ ‖〈 y , y 〉A‖

≤ ‖〈 x , x 〉A‖+ 2
√
‖〈 x , x 〉A‖

√
‖〈 y , y 〉A‖+ ‖〈 y , y 〉A‖

≤ (
√
‖〈 x , x 〉A‖+

√
‖〈 y , y 〉A‖)2.

�
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Corollaire 3.12 Si X est un A-module pré-hilbertien, alors la formule

‖x‖A := ‖〈 x , x 〉A‖
1/2

définit une semi-norme sur X. Si X est séparé, ‖·‖A est une norme. De plus, pour tout x ∈ X et a ∈ A,

‖x · a‖A ≤ ‖a‖‖x‖A. (2)

Preuve. D’après la définition 3.4, ‖〈 λx , λx 〉A‖ = |λ|2‖〈 x , x 〉A‖ ; l’inégalité triangulaire découle du
corollaire 3.11, donc ‖·‖A est une semi-norme. Si X est séparé, on a ‖〈 x , x 〉A‖ = 0 ⇔ x = 0, donc ‖·‖A
devient une norme. De plus, on a l’inégalité

‖x · a‖2A = ‖〈 x · a , x · a 〉A‖ = ‖a∗〈 x , x 〉Aa‖ ≤ ‖a
∗‖‖x‖2A‖a‖ = ‖a‖2‖x‖2A.

�

Corollaire 3.13 Pour x ∈ X,

‖x‖A = sup{‖〈 x , y 〉A‖ : y ∈ X, ‖y‖A ≤ 1}.

Preuve. D’après le Remarque 3.10, pour tout y ∈ X tel que ‖y‖A ≤ 1,

‖〈 x , y 〉A‖ ≤ ‖x‖A‖y‖A ≤ ‖x‖A.

Si ‖x‖A = 0, donc ‖〈 x , y 〉A‖ = 0 pour tout y ∈ X tel que ‖y‖A ≤ 1. Sinon, comme

‖〈 x , x

‖x‖A
〉
A

‖ =
‖〈 x , x 〉A‖
‖x‖A

= ‖x‖A,

et ‖x/‖x‖A‖A = 1, on a l’égalité souhaitée. �

Corollaire 3.14 Soit X un A-module pré-hilbertien séparé. Le A-module normé (XA, ‖·‖A) est non-
dégénéré en le sens que les éléments de la forme x · a engendrent un sous-espace dense de X, i.e.

X · 〈 X , X 〉A := span{x · 〈 y , z 〉A : x, y, z ∈ X}

est dense dans X en rapport à la norme ‖·‖A.

Preuve. Pour chaque n ∈ N, soit Pn(T ) ∈ R[T ] le polynôme Pn(T ) = 1− (1− T )n. Dès que Pn(0) = 0,
pour chaque n ∈ N, donc on peut écrire Pn(T ) = TQn(T ), où Qn(T ) = Qn(0) + Sn(T ) et Sn(T ) ∈ R[T ].
Découle de l’égalité |t− tPn(t)| = |t(1− t)n| pour tout n ∈ N et tout t ∈ [0, 1], que la suite de fonctions
{tPn(t)}n converge simplement vers t sur [0, 1], et en utilisant le Théorème de Dini, on a que {tPn(t)}n
converge uniformément vers t sur [0, 1]. Alors la suite de fonctions {Un(t)}, où Un(T ) := (1− Pn)2(T )T ,
converge uniformément vers 0 sur [0, 1]. Soit x ∈ X avec ‖x‖ ≤ 1, pour chaque n ∈ N on construit

yn = Qn(0)x+ x · Sn(〈 x , x 〉A).

Donc, la suite {yn} est dans X et pour tout n ∈ N

〈 x , yn 〉A = 〈 x , Qn(0)x+ x · Sn(〈 x , x 〉A) 〉
A

= Qn(0)〈 x , x 〉A + 〈 x , x 〉ASn(〈 x , x 〉A)

= 〈 x , x 〉A(Qn(0) + Sn(〈 x , x 〉A)

= 〈 x , x 〉AQn(〈 x , x 〉A)

= Pn(〈 x , x 〉A).
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On affirme que la suite {x · 〈 x , yn 〉A} converge vers x. En effet, on a

‖x− x · 〈 x , yn 〉A‖
2
A

= ‖x · (1− Pn(〈 x , x 〉A))‖2
A

= ‖〈 x · (1− Pn(〈 x , x 〉A)) , x · (1− Pn(〈 x , x 〉A)) 〉
A
‖

= ‖(1− Pn(〈 x , x 〉A))〈 x , x 〉A(1− Pn(〈 x , x 〉A))‖

= ‖(1− Pn(〈 x , x 〉A)2〈 x , x 〉A‖

= ‖(1− Pn)2(〈 x , x 〉A)〈 x , x 〉A‖

= ‖Un(〈 x , x 〉A)‖

pour chaque n ∈ N . �

Remarque 3.15 Étant donné x ∈ X, d’après la démonstration du Corollaire précédent, il existe une
suite {xn}n d’éléments de X associé à x, tel que x · 〈 x , xn 〉x → x.

Définition 3.16 Un A-module hilbertien est un A-module pré-hilbertien séparé X qui est complet par
rapport à la norme ‖·‖A. Il est appelé A-module hilbertien plein si l’idéal I = span{〈 x , y 〉A : x, y ∈ X}
est dense dans A.

Si X et Y sont des A-modules hilbertiens, un morphisme de modules hilbertiens de X vers Y, est une
transformation linéaire φ : X → Y qui respecte l’action de A, c’est-à-dire, φ(x · a) = φ(x) · a pour tout
x ∈ X et a ∈ A. Une autre manière de le dire est que φ est A-linéaire.

Remarque 3.17 Si X est un A-module pré-hilbertien, donc N = {x ∈ X : 〈 x , x 〉A = 0} est un
sous-A-module de X. Le complété séparé de X (le complété de X/N ) est un A-module hilbertien.

Exemple 3.18 Les C-modules hilbertiens sont les espaces hilbertiens sur C dans lesquels le produit sca-
laire est antilinéaire dans la première variable.

Exemple 3.19 Le A-module pré-hilbertien séparé AA est un A-module hilbertien plein. En effet, la norme
dans AA est l’usuel de la C*-algèbre A : ‖a‖2A = ‖〈 a , a 〉A‖ = ‖a∗a‖ = ‖a‖2. Découle de la Proposi-
tion 2.11, qu’il est plein. En général, si I est un idéal bilatère fermé propre dans A, alors IA est un
A-module hilbertien qui n’est pas plein, car l’adhérence de span{〈 i , j 〉A : i, j ∈ I} est I.

Exemple 3.20 Soit p un projecteur dans A. Alors Ap := {ap : a ∈ A} est un pAp-module hilbertien
avec produit scalaire 〈 ap , bp 〉A := pa∗bp. Les propriétés algébriques sont faciles de vérifier, et la norme
coïncide avec la norme usuelle sur Ap, vu comme sous-ensemble de A :

‖ap‖2pAp = ‖〈 ap , ap 〉pAp‖ = ‖pa∗ap‖ = ‖ap‖2.

Comme Ap est un sous-espace vectoriel fermé de A, il est complet. De plus, il est plein car les produits
de la forme a∗b sont denses dans A.

Exemple 3.21 Soient T un espace Hausdorff localement compact, et H un espace hilbertien. Alors,

X := C0(T,H) = {x : T → H : x est continue et t 7→ ‖x(t)‖ ∈ C0(T )},

est un C0(T )-module hilbertien avec les opérations

(x · f)(t) := x(t)f(t), et 〈 x , y 〉C0(T )(t) := ( y(t) | x(t) ).

Exemple 3.22 (Somme directe) Soit {Xi}ni=1 une famille des A-modules hilbertiens. C’est un calcul
facile montrer que

n⊕
i=1

Xi := {(xi)ni=1 := (x1, x2, · · · , xn) : xi ∈ Xi}

8



est un A-module à droite par la action (xi)
n
i=1 · a := (xi · a)ni=1, pour tout (xi)

n
i=1 ∈

⊕n
i=1 Xi, et a ∈ A.

On définit un produit scalaire sur
⊕n

i=1 Xi de la façon suivante

〈 (xi)
n
i=1 , (yi)

n
i=1 〉A :=

n∑
i=1

〈 xi , yi 〉A.

De plus, on a

‖(xi)ni=1‖
2
A = ‖〈 (xi)

n
i=1 , (xi)

n
i=1 〉A‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

〈 xi , xi 〉A

∥∥∥∥∥ .
Comme

0 ≤ 〈 xi , xi 〉A ≤
n∑
i=1

〈 xi , xi 〉A,

pour tout (xi)
n
i=1 ∈

⊕n
i=1 Xi, on a

‖xi‖2A = ‖〈 xi , xi 〉A‖ ≤

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

〈 xi , xi 〉A

∥∥∥∥∥ ≤
n∑
i=1

‖〈 xi , xi 〉A‖ =

n∑
i=1

‖xi‖2A.

Alors,

max{‖xi‖A : i = 1, · · · , n} ≤ ‖(xi)ni=1‖A ≤

(
n∑
i=1

‖xi‖2A

)1/2

,

pour tout (xi)
n
i=1 ∈

⊕n
i=1 Xi. Donc,

⊕n
i=1 Xi est complet par rapport à la norme ‖·‖A puisque chaque Xi

est complet par rapport à la norme ‖·‖A. C’est-à-dire,
⊕n

i=1 Xi est un A-module hilbertien. De plus, en
appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwartz (Lemme 3.9) on a

‖〈 (xi)
n
i=1 , (yi)

n
i=1 〉A‖

2 ≤ ‖(xi)ni=1‖A‖(yi)
n
i=1‖A,

d’où ∥∥∥∥∥
n∑
i=1

〈 xi , yi 〉A

∥∥∥∥∥
2

≤

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

〈 xi , xi 〉A

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥
n∑
i=1

〈 yi , yi 〉A

∥∥∥∥∥ , (3)

pour tout (xi)
n
i=1, (yi)

n
i=1 ∈

⊕n
i=1 Xi.

Si pour chaque 1 ≤ i ≤ n, Xi est le même A-module hilbertien X, alors on va noter

Xn :=

n⊕
i=1

Xi.

Exemple 3.23 Comme cas particulier de l’exemple précédente, la somme directe de n-copies de AA
(dénoté par An) est un A-module hilbertien où

〈 (ai)
n
i=1 , (bi)

n
i=1 〉A =

n∑
i=1

〈 ai , bi 〉A =

n∑
i=1

a∗i bi,

pour tout (ai)
n
i=1, (bi)

n
i=1 ∈ An. Par l’inégalité (3) on a∥∥∥∥∥

n∑
i=1

a∗i bi

∥∥∥∥∥
2

≤

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

a∗i ai

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥
n∑
i=1

b∗i bi

∥∥∥∥∥ ,
pour tout (ai)

n
i=1, (bi)

n
i=1 ∈ An.
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Proposition 3.24 Soit {Xi}i∈N une famille de A-modules hilbertiens. Alors

∞⊕
i=1

Xi :=

{
x = (xi) ∈

∞∏
i=1

Xi :

∞∑
i=1

〈 xi , xi 〉A converge dans A

}

est un A-module hilbertien avec l’action à droite

x · a := (xi · a)

pour x = (xi) ∈
⊕∞

i=1 Xi, a ∈ A et le produit scalaire

〈 x , y 〉A :=

∞∑
i=1

〈 xi , yi 〉A,

pour x = (xi),y = (yi) ∈
⊕∞

i=1 Xi.

Preuve. D’abord, on va montrer que ces formules sont bien définies. L’action de A sur
⊕∞

i=1 Xi est bien
définie, en effet, pour n ≤ m, d’après l’inégalité (2) on a

‖(xi · a)mi=n‖
2
A = ‖(xi)mi=n · a‖

2
A ≤ ‖a‖

2‖(xi)mi=n‖
2
A,

d’où ∥∥∥∥∥
m∑
i=n

〈 xi · a , xi · a 〉A

∥∥∥∥∥ ≤ ‖a‖2
∥∥∥∥∥
m∑
i=n

〈 xi , xi 〉A

∥∥∥∥∥ .
Comme les sommes partiales de

∑∞
i=1 〈 xi , xi 〉A sont Cauchy, on a montré que

∑∞
i=1 〈 xi · a , xi · a 〉A

converge dans A, donc x · a := (xi · a) appartient à
⊕∞

i=1 Xi. Pour voir que la formule du produit scalaire
est bien définie, supposons que m ≤ n et on utilise l’inégalité (3) pour montrer que∥∥∥∥∥

m∑
i=n

〈 xi , yi 〉A

∥∥∥∥∥
2

≤

∥∥∥∥∥
m∑
i=n

〈 xi , xi 〉A

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥
m∑
i=n

〈 yi , yi 〉A

∥∥∥∥∥ .
Comme les sommes partiales de

∑∞
i=1 〈 xi , xi 〉A et de

∑∞
i=1 〈 yi , yi 〉A sont Cauchy, on a montré que∑∞

i=1 〈 xi , yi 〉A converge dans A, donc 〈 x , y 〉A appartient à A.

C’est un calcul facile de voir que
⊕∞

i=1 Xi est un A-module pré-hilbertien séparé. Démontrons qu’il
est complet, on suppose que la suite {xn = (xni )}n est de Cauchy dans

⊕∞
i=1 Xi. Pour tout n ∈ N et

i ∈ N, on a

‖xni ‖
2
A = ‖〈 xni , xni 〉A‖ ≤

∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

〈 xnj , xnj 〉A

∥∥∥∥∥∥ = ‖〈 xn , xn 〉A‖ = ‖xn‖2A.

Donc, fixé i ∈ N, chaque suite {xni }n est de Cauchy dans A et il converge vers un xi ∈ A. On va montrer
que x := (xi) ∈

⊕∞
i=1 Xi et que la suite {xn}n converge vers x. Pour montrer que x ∈

⊕∞
i=1 Xi, on va

démontrer que pour tout ε > 0, il existe p ∈ N tel que si m ≥ n ≥ p alors∥∥∥∥∥
m∑
i=n

〈 xi , xi 〉A

∥∥∥∥∥ ≤ ε2. (4)

Pour chaque x = (xi) ∈
∏∞
i=1 Xi et n ≤ m, on définit

‖x‖n,m :=

∥∥∥∥∥
m∑
i=n

〈 xi , xi 〉A

∥∥∥∥∥
1/2

.

De plus, si x ∈
⊕∞

i=1 Xi, on a
m∑
i=n

〈 xi , xi 〉A ≤
∞∑
i=1

〈 xi , xi 〉A,
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donc ‖x‖n,m ≤ ‖x‖A pour tout n ≤ m.
Comme la suite {xn}n est de Cauchy, donné ε > 0, il existe N ∈ N tel que

‖xk − xl‖A ≤
ε

3
,

pour tout k, l ≥ N . On choisi P ∈ N tel que∥∥∥∥∥
∞∑
i=P

〈 xNi , xNi 〉A

∥∥∥∥∥
1/2

<
ε

3
.

On fixem,n ≥ P , donc on peut trouverM ≥ N (M ne dépend que dem et n) tel que ‖x− xM‖n,m < ε/3.
Alors

‖x‖n,m ≤ ‖x− xM‖n,m + ‖xM − xN‖n,m + ‖xN‖n,m

≤ ‖x− xM‖n,m + ‖xM − xN‖A +

∥∥∥∥∥
∞∑
i=P

〈 xNi , xNi 〉A

∥∥∥∥∥
1/2

≤ ε

Dés que le terme de droite de (4) est égal à ‖x‖2n,m et comme P ne dépend que de ε, on a démontré que
x ∈

⊕∞
i=1 Xi.

Soit ε > 0, donc il existe N ∈ N tel que ‖xn − xm‖A ≤ ε, pour n,m ≥ N . Alors, pour n’importe que
k ∈ N, ∥∥∥∥∥

k∑
i=1

〈 xni − xmi , xni − xmi 〉A

∥∥∥∥∥ ≤ ε2,
et si on prend m→∞, on a ∥∥∥∥∥

k∑
i=1

〈 xni − xi , xni − xi 〉A

∥∥∥∥∥ ≤ ε2, (5)

pour tout n ≥ N . Comme x ∈
⊕∞

i=1 Xi, donc xn − x ∈
⊕∞

i=1 Xi, et comme (5) est valable pour tout
k ∈ N, on a ‖xn − x‖A ≤ ε pour n ≥ N . Ceci complète la preuve. �

Exemple 3.25 (Le module hilbertien standard HA) Si on considère Xi = AA pour tout i ∈ N, par
la Proposition précédente

HA :=

∞⊕
i=1

AA =

{
a = (ai) ∈

∞∏
i=1

A :

∞∑
i=1

a∗i ai converge dans A

}

est un A-module hilbertien, il est appelé le module hilbertien standard sur A.

3.2 Opérateurs adjointables
De la même façon que les espaces hilbertiens, nous étudions les opérateurs sur les modules hilbertiens.

Définition 3.26 Soient X et Y des A-modules hilbertiens. Une fonction T : X → Y est un opérateur
adjointable, s’il existe une fonction T ∗ : Y → X qui satisfait la condition

〈 T (x) , y 〉A = 〈 x , T ∗(y) 〉A,

pour tout x ∈ X, y ∈ Y. La fonction T ∗ est appelé adjoint de T .

Lemme 3.27 Si T : X → Y est adjointable, alors son adjoint est unique et adjointable avec (T ∗)∗ = T .
Si T : X→ Y et S : Y → Z sont adjointables, alors S ◦ T : X→ Z es adjointable avec (S ◦ T )∗ = T ∗ ◦ S∗.
De plus, si T : X→ Y est adjointable, alors T et T ∗ sont morphismes A-linéaires bornés.
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Preuve. S’il existe une autre fonction T ′ : Y → X tel que 〈 T (x) , y 〉A = 〈 x , T ′(y) 〉A, pour tout x ∈ X,
y ∈ Y. Alors, 〈 x , T ′(y) 〉A = 〈 T (x) , y 〉A = 〈 x , T ∗(y) 〉A, pour tout x ∈ X, y ∈ Y. Comme le produit
scalaire est définie positive, donc T ′ = T ∗.

Si S et T sont adjointables, on a 〈 S(T (x)) , z 〉A = 〈 T (x) , S∗(z) 〉A = 〈 x , T ∗(S∗(z)) 〉A, pour tout
x ∈ X, z ∈ Z. Alors S ◦ T est adjointable avec (S ◦ T )∗ = T ∗ ◦ S∗.

Si 〈 T ∗(y) , x 〉A = 〈 y , z 〉A, pour tout y ∈ X, donc T (x) = z. Alors

G(T ) := {(x, z) : 〈 T ∗(y) , x 〉A = 〈 y , z 〉A, pour tout y ∈ X}, (6)

est un sous-module fermé de X⊕Y, donc T est A-linéaire (de la même façon T ∗ est A-linéaire). De plus,
l’égalité (6) montre que le graphe de T (et de T ∗) est fermé, donc T (et T ∗) est borné.

�

Définition 3.28 Si X et Y sont A-modules hilbertiens, alors on va noter par L(X,Y) l’ensemble de tous
les opérateurs adjointables de X vers Y. On note aussi L(X) := L(X,X).

Proposition 3.29 Soient X, Y deux A-modules hilbertiens. Alors, la fonction

‖·‖ : L(X,Y) → R
T 7→ sup{‖〈 T (x) , y 〉A‖ : x ∈ X, y ∈ Y et ‖x‖A ≤ 1, ‖y‖A ≤ 1}

est une norme pour L(X,Y).

Preuve. On sait, d’après le Corollaire 3.13, que pour tout x ∈ X

‖T (x)‖A = sup{‖〈 T (x) , y 〉A‖ : y ∈ Y, ‖y‖A ≤ 1}.

Donc

sup{‖〈 T (x) , y 〉A‖ : x ∈ X, y ∈ Y et ‖x‖A ≤ 1, ‖y‖A ≤ 1} = sup{‖T (x)‖A : x ∈ X, ‖x‖A ≤ 1}.

Cette dernière égalité montre que la fonction ‖·‖ est la restriction de la norme usuelle pour les opérateurs
bornés sur les espaces vectoriels normés. �

Remarque 3.30 D’après le Lemme 3.27, L(X) est une sous-algèbre de l’algèbre de Banach B(X). De
plus, T 7→ T ∗ est une involution dans L(X).

On va montrer dans la suite, un opérateur linéaire borné sur une A-module hilbertien qui n’est pas
adjointable.

Exemple 3.31 (Un morphisme linéaire borné qui n’est pas adjointable) Soient A = C([0, 1])
et J = {f ∈ A : f(0) = 0}. Or, A et J sont A-modules hilbertiens, on considère le A-module hil-
bertien X := A⊕J , et on définie la fonction T : X→ X par T (f, g) = (g, 0). C’est facile de voir que T est
A-linéaire et borné avec ‖T‖ = 1. De plus, si T est adjointable, en considèrent (f, g) := T ∗(1, 0), alors
pour tout (h, k) ∈ X

k̄ = 〈 T (h, k) , (1.0) 〉A = 〈 (h, k) , (f, g) 〉A = h̄f + k̄g,

d’où f ≡ 0 et g ≡ 1, une contradiction avec la condition g(0) = 0. Donc T n’est pas adjointable.

Corollaire 3.32 Soit X un A-module hilbertien. Alors, L(X) est une C*-algèbre.

Preuve. Si T es adjointable, on a l’égalité

‖〈 T (x) , y 〉A‖ = ‖〈 x , T ∗(y) 〉A‖ = ‖〈 T ∗(y) , x 〉∗A‖ = ‖〈 T ∗(y) , x 〉A‖,

donc
‖T‖ = sup{‖〈 T (x) , y 〉A‖ : x ∈ X, y ∈ Y et ‖x‖A ≤ 1, ‖y‖A ≤ 1} = ‖T ∗‖.

Alors, L(X) est une *-algèbre de Banach. De plus, comme pour x ∈ X tel que ‖x‖A ≤ 1, on a

‖T (x)‖2A = ‖〈 T ∗ ◦ T (x) , x 〉A‖ ≤ ‖T
∗ ◦ T (x)‖A‖x‖A ≤ ‖T

∗ ◦ T‖‖x‖2A ≤ ‖T
∗ ◦ T‖,

donc ‖T‖2 ≤ ‖T ∗ ◦ T‖. Par ailleurs ‖T ∗ ◦ T‖ ≤ ‖T ∗‖‖T‖ = ‖T‖2. Alors, L(X) est une C*-algèbre. �
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Lemme 3.33 Soit X un A-module hilbertien et T un morphisme linéaire de X vers X. Alors, T est un
élément positif de L(X) si et seulement si 〈 T (x) , x 〉A ≥ 0 pour tout x ∈ X.

Preuve.
[⇒]. Si T ≥ 0 dans L(X), donc T = S∗ ◦ S pour un S ∈ L(X) et 〈 T (x) , x 〉A = 〈 S(x) , S(x) 〉A ≥ 0
pour tout x ∈ X.
[⇐]. Si 〈 T (x) , x 〉A ≥ 0 pour tout x ∈ X, donc 〈 T (x) , x 〉A = 〈 x , T (x) 〉A pour tout x ∈ X. D’après
l’identité de polarisation

4〈 x , T (y) 〉A =

3∑
k=0

ik〈 x+ iky , T (x+ iky) 〉A,

on a que 〈 T (x) , y 〉A = 〈 x , T (y) 〉A pour tout x, y ∈ X. Alors, T est adjointable avec T ∗ = T . Du
calcul fonctionnel, on peut écrire T = S − R avec S,R ≥ 0 dans L(X) et R ◦ S = S ◦ R = 0. Pour tout
x ∈ X, on a

0 ≤ 〈 T ◦R(x) , R(x) 〉A = −〈 R3(x) , x 〉A.

Comme R3 ≥ 0, 〈 R3(x) , x 〉A = 0 pour tout x ∈ X, donc R3 = 0 par l’identité de polarisation, d’où
R = 0. Donc T = S est positif. �

Lemme 3.34 Soient les A-modules hilbertiens X1, X2, X3. Pour x ∈ X1 et y ∈ X2, on construit la
fonction

θx,y : X2 → X1

z 7→ x · 〈 y , z 〉A
Alors, θx,y ∈ L(X2,X1) avec θ∗x,y = θy,x. De plus, si u ∈ X2, v ∈ X3, T ∈ L(X2,X1), S ∈ L(X3,X2), alors

T ◦ θu,v = θT (u),v , θx,y ◦ S = θx,S∗(y).

En particulier,
θx,y ◦ θu,v = θx·〈 y , u 〉A,v = θx,v·〈 u , y 〉A .

Preuve. Pour x, x′ ∈ X1 et y, y′ ∈ X2, on a l’égalité

〈 θx,y(y′) , x′ 〉A = 〈 x · 〈 y , y′ 〉A , x
′ 〉
A

= 〈 y′ , y · 〈 x , x′ 〉A 〉A = 〈 y′ , θy,x(x′) 〉A.

De plus, pour u ∈ X2, v ∈ X3, T ∈ L(X2,X1), S ∈ L(X3,X2), on a

T ◦ θu,v(z) = T (u · 〈 v , z 〉A) = T (u) · 〈 v , z 〉A = θT (u),v(z),

et
θx,y ◦ S(z′) = x · 〈 y , S(z′) 〉A = x · 〈 S∗(y) , z′ 〉A = θx,S∗(y)(z

′).

�

Notation 3.35 Pour chaque couple des A-modules hilbertiens X et Y, on va noter

Θ(Y,X) := {θx,y : x ∈ X, y ∈ Y}.

On va aussi noter, Θ(X) := Θ(X,X).

Remarque 3.36 C’est un calcul facile montrer que θx+x′,y = θx,y + θx′,y et θx,y+y′ = θx,y + θx,y′ , pour
tout x, x′ ∈ X1 et y, y ∈ X2.

Définition 3.37 L’adhérence du sous-espace vectoriel engendré par Θ(Y,X) dans L(Y,X) sera noté par
K(Y,X). On note aussi K(X) := K(X,X) et KA := K(HA).

Corollaire 3.38 Pour tout A-module hilbertien X, K(X) est un idéal bilatère fermé dans L(X).

Preuve. Par le Lemme 3.34, l’ensemble Θ(X) est fermé par composition à gauche, composition à droite
et involution, donc K(X) est un idéal bilatère. De plus, K(X) est fermé dans L(X) par définition. �

13



Exemple 3.39 Si X est le C-module hilbertien H, alors L(X) = B(H) et K(X) = K(H).

Exemple 3.40 Si X = AA. Chaque a ∈ A définit un morphisme La : A→ A par multiplication à gauche,
i.e. La(b) = ab pour tout b ∈ A. De plus, le morphisme La∗ est l’adjoint de La, donc La ∈ L(AA) ; et
comme ‖La‖ ≤ ‖a‖ et ‖La(a∗)‖ = ‖a‖‖a∗‖, on a que ‖La‖ = ‖a‖. Alors, la fonction

L : A → L(AA)
a 7→ La

est un isomorphisme de A vers un *-sous-algèbre fermée de L(AA). Or, θa,b(c) = a〈 b , c 〉A = ab∗c =
Lab∗(c), K(AA) est l’adhérence de l’image sous L de l’enveloppe linéaire des produits dans A. Découle de
la Proposition 2.11 que A = A2, donc L est un isomorphisme entre A et K(AA).

Soit {Xi}ni=1 une famille de A-modules hilbertiens. Pour chaque 1 ≤ j ≤ n, on définit

Uj : Xj →
n⊕
i=1

Xi

x 7→ (xi)
n
i=1

où xi = x si j = i et xi = 0 si i 6= j. Comme pour tout x ∈ Xj et (yi)
n
i=1 ∈

⊕n
i=1 Xi, on a

〈 Uj(x) , (yi)
n
i=1 〉A = 〈 x , yj 〉A,

donc Uj ∈ L(Xj ,
⊕n

i=1 Xi) avec

U∗j :

n⊕
i=1

Xi → Xj

(xi)
n
i=1 7→ xj

Alors, on a construit une famille de opérateurs adjointables de A-modules hilbertiens {Ui}ni=1 tel que

U∗i ◦ Uj =

{
idXi si i = j,
0 si i 6= j,

n∑
i=1

Ui ◦ U∗i = id⊕n
i=1 Xi .

Lemme 3.41 Soit {Xi}ni=1 une famille de A-modules hilbertiens. Alors

L(

n⊕
i=1

Xi) ' {(Ti,j)n×n : Ti,j ∈ L(Xj ,Xi)}

K(

n⊕
i=1

Xi) ' {(Ti,j)n×n : Ti,j ∈ K(Xj ,Xi)}

Preuve. On a les fonctions bien définies

L(
⊕n

i=1 Xi) → {(Ti,j)n×n : Ti,j ∈ L(Xj ,Xi)}

T 7→ (U∗i ◦ T ◦ Uj)n×n

et
{(Ti,j)n×n : Ti,j ∈ L(Xj ,Xi)} → L(

⊕n
i=1 Xi)

(Ti,j)n×n 7→
n∑

i,j=1

Ui ◦ Ti,j ◦ U∗j

14



De plus, comme

n∑
i,j=1

Ui ◦ (U∗i ◦ T ◦ Uj) ◦ U∗j =

(
n∑
i=1

Ui ◦ U∗i

)
◦ T ◦

 n∑
j=1

Uj ◦ U∗j

 = T,

et

U∗r ◦ (

n∑
i,j=1

Ui ◦ Ti,j ◦ U∗j ) ◦ Us =

n∑
i,j=1

U∗r ◦ Ui ◦ Ti,j ◦ U∗j ◦ Us = Tr,s,

on obtient l’isomorphisme. D’après le Lemme 3.34, comme l’ensemble Θ est invariant par rapport à la
composition à droite ou à gauche, donc le deuxième isomorphisme découle facilement du première. �

Corollaire 3.42 Si X est un A-module hilbertien, alors

L(Xn) 'Mn(L(X)), K(Xn) 'Mn(K(X)).

De plus, K(An) 'Mn(A) et KA ' K ⊗A.

Soit X un A-module hilbertien. Pour chaque x ∈ X, on construit la fonction

Lx : AA → X
a 7→ x · a

Comme
〈 Lx(a) , y 〉A = 〈 x · a , y 〉A = a∗〈 x , y 〉A = 〈 a , 〈 x , y 〉A 〉A,

pour tout y ∈ X et a ∈ A. Donc Lx ∈ L(AA,X) et

L∗x(y) = 〈 x , y 〉A.

Remarque 3.43

• Pour x ∈ X, on a

‖Lx‖ = ‖L∗x‖ = sup{‖〈 x , y 〉A‖ : ‖y‖A ≤ 1} = ‖x‖A.

• Pour x, x′ ∈ X, alors Lx+x′ = Lx + Lx′ dans L(AA,X). En effet, on a

Lx+x′(a) = (x+ x′) · a = x · a+ x′ · a = Lx(a) + Lx′(a),

pour tout a ∈ A.
• Pour x ∈ X et λ ∈ C, alors Lλx = λLx dans L(AA,X). En effet, on a

Lλx(a) = (λx) · a = λx · a = λLx(a),

pour tout a ∈ A.
• Pour x ∈ X et a ∈ A, alors Lx·a = θx,a∗ dans L(AA,X). En effet, on a

Lx·a(b) = (x · a) · b = x · (ab) = θx,a∗(b),

pour tout b ∈ A.

Lemme 3.44 Soit X un A-module hilbertien. Alors, l’application x 7→ Lx est un isomorphisme linéaire
isométrique de X sur K(AA,X).

Preuve. Que la fonction L soit un morphisme linéaire isométrique, provient de la Remarque 3.43. Il reste
démontrer que la fonction L est surjective. Par la Remarque 3.43, on sait que l’image de L est fermée et
que Θ(AA,X) ⊂ L(X). De plus, découle du Corollaire 3.14 que L(X) ⊂ K(AA,X). Comme, Θ(AA,X) est
dense dans K(AA,X), donc L(X) = K(AA,X). Alors L est un isomorphisme linéaire isométrique. �
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Remarque 3.45 Soit le morphismeM ∈ K(AA⊕X) tel queM = M∗ etM anticommute avec
(

1 0
0 −1

)
.

Alors, il existe un unique x ∈ X tel que

M =

(
0 L∗x
Lx 0

)
.

En effet, comme M ∈ K(AA ⊕ X), découle du Lemme 3.41 qu’il existe T ∈ K(X, AA), S ∈ K(AA,X),

R ∈ K(X) et a ∈ A, tel quel M =

(
a T
S R

)
. Or, M = M∗ et M anticommute avec

(
1 0
0 −1

)
donc

M =

(
0 T
T ∗ 0

)
. D’après le Lemme 3.44, il existe un unique x ∈ X tel que T ∗ = Lx, donc

M =

(
0 L∗x
Lx 0

)
.

Proposition 3.46 Soit X un A-module hilbertien. Pour chaque x ∈ X, il existe un unique y ∈ X tel que

x = y · 〈 y , y 〉A = θy,y(y).

Preuve. Pour chaque x ∈ X, le morphisme
(

0 L∗x
Lx 0

)
est autoadjoint dans K(AA ⊕X). Si f(x) = x1/3,

par le calcule fonctionnel, on a que f
(

0 L∗x
Lx 0

)
∈ K(AA ⊕ X) est autoadjoint et anticommute avec(

1 0
0 −1

)
puisque ((

−1 0
0 1

)
f

(
0 L∗x
Lx 0

)(
1 0
0 −1

))3

=

(
0 L∗x
Lx 0

)
.

Alors, par le Remarque 3.45, il existe un unique y ∈ X tel que f
(

0 L∗x
Lx 0

)
=

(
0 L∗y
Ly 0

)
. Comme,

(
0 L∗x
Lx 0

)
=

(
0 L∗y
Ly 0

)3

=

(
0 L∗y ◦ Ly ◦ L∗y

Ly ◦ L∗y ◦ Ly 0

)
,

donc L∗x = L∗y ◦ Ly ◦ L∗y. Découle de l’égalité

〈 x , z 〉A = L∗x(z) = L∗y(Ly(L∗y(z)))
= 〈 y , y · 〈 y , z 〉A 〉A
= 〈 y , y 〉A〈 y , z 〉A
= 〈 y · 〈 y , y 〉A , z 〉A,

pour tout z ∈ X, que x = y · 〈 y , y 〉A. �

Dans la suite, on va montrer une technique qui servira pour démontrer que deux A-modules hilbertiens
sont isomorphes.

Lemme 3.47 Soient X, Y deux A-modules hilbertiens. S’il existe un morphisme T ∈ L(X,Y ) tel que
T (X) est dense dans Y et T ∗(Y) est dense dans X. Alors, X et Y sont isomorphes comme A-modules
hilbertiens.

Preuve. Dès que les morphismes T et T ∗ sont continus d’image dense, la composition T ∗ ◦T est d’image
dense, donc le morphisme |T | = (T ∗ ◦ T )1/2 est d’image dense. D’un autre côté, on a

〈 T (x) , T (y) 〉A = 〈 x , T ∗ ◦ T (y) 〉A = 〈 x , |T |2(y) 〉A = 〈 |T |(x) , |T |(y) 〉A
pour tout x, y ∈ X, donc on peut définir l’isométrie

u : T (X) → |T |(X)
T (x) 7→ |T |(x)

,

qui est A-linéaire dés que T et |T | sont des morphismes A-linéaires. Comme T et |T | sont des morphismes
d’image dense, u peut être étendu à une isométrie U de Y sur X, qui est de plus A-linéaire. �
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Théorème 3.48 Soit X un A-module hilbertien. Alors, la correspondance

L(X) → M(K(X))
T 7→ (T1, T2)

avec T1(θx,y) = θT (x),y et T2(θx,y) = θx,T∗(y) pour tout x, y ∈ X, définie un isomorphisme entre L(X) et
M(K(X)).

Preuve. Étant donné T ∈ L(X), d’après le Lemme 3.34, pour chaque S dans le sous-espace vectoriel
engendré par Θ(X), on a T1(S) = T ◦ S et T2(S) = S ◦ T dans L(X), donc ‖Ti(S)‖ ≤ ‖T‖‖S‖, pour
i = 1, 2. Alors T1 et T2 peuvent être étendus a opérateurs bornés sur K(X). De plus, c’est un calcul facile
de montrer que (T1, T2) ∈M(K(X)). Si T1(θu,v) = 0, pour tout u, v ∈ X. Alors,

T (x) = T (y · 〈 y , y 〉A) = T (y) · 〈 y , y 〉A = θT (y),y(y) = T1(θy,y)(y) = 0,

pour tout x ∈ X, donc T = 0. C’est-à-dire, la correspondance est injective.
Soit (T1, T2) ∈ M(K(X)). Étant donné x ∈ X, si {xn}n note la suite associé à x, tel que θx,x(xn) → x
(voir le Corollaire 3.15), on définit

T (x) := lim
n→∞

T1(θx,x)(xn),

et
T ∗(x) := lim

n→∞
T2(θx,x)∗(xn).

• Étant donné x, y ∈ X, on a

〈 x , T ∗(y) 〉A = lim
n→∞

〈 θx,x(xn) , T2(θy,y)∗(yn) 〉A

= lim
n→∞

〈 T2(θy,y) ◦ θx,x(xn) , yn 〉A

= lim
n→∞

〈 θy,y ◦ T1(θx,x)(xn) , yn 〉A

= lim
n→∞

〈 T1(θx,x)(xn) , θy,y(yn) 〉A

= 〈 T (x) , y 〉A,

donc T ∈ L(X).
• Étant donné x, y ∈ X, on a

T1(θθx,x(xn),y)(z) = T1(θx,x ◦ θxn,y)(z) = T1(θx,x) ◦ θxn,y(z) = T1(θx,x)(xn) · 〈 y , z 〉A,

pour tout n ∈ N et tout z ∈ X, donc T1(θx,y) = θT (x),y. D’une manière similaire, T2(θx,y) = θx,T∗(y).
�

Corollaire 3.49
L(HA) 'M(K(HA)).

3.3 Produits tensoriels de modules hilbertiens
Soit A et B deux C*-algèbres. On considère X un A-module hilbertien, Y un B-module hilbertien,

et φ : A → L(YB) une application complètement positive. Alors, on peut considérer le produit tensoriel
algébrique de X et Y sur C, X� Y qui est un B-module, par l’action à droite(

n∑
i=1

xi ⊗ yi

)
· b :=

n∑
i=1

xi ⊗ yi · b,
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et on peut aussi définir sur X� Y, une B-produit scalaire de la suivante manière〈
n∑
i=1

xi ⊗ yi,
m∑
j=1

x′j ⊗ y′j

〉
B

:=

n∑
i=1

m∑
j=1

〈 yi , φ(〈 xi , x′j 〉A)y′j 〉B .

En effet, on a les conditions suivantes :
• 〈

n∑
i=1

xi ⊗ yi,

 m∑
j=1

x′j ⊗ y′j

 · b〉
B

=

〈
n∑
i=1

xi ⊗ yi,
m∑
j=1

x′j ⊗ y′j · b

〉
B

=

n∑
i=1

m∑
j=1

〈 yi , φ(〈 xi , x′j 〉A)(y′j · b) 〉B

=

 n∑
i=1

m∑
j=1

〈 yi , φ(〈 xi , x′j 〉A)y′j 〉B

 · b

=

〈
n∑
i=1

xi ⊗ yi,
m∑
j=1

x′j ⊗ y′j

〉
B

· b

• 〈
n∑
i=1

xi ⊗ yi,
m∑
j=1

x′j ⊗ y′j

〉∗
B

=

 n∑
i=1

m∑
j=1

〈 yi , φ(〈 xi , x′j 〉A)y′j 〉B

∗

=

n∑
i=1

m∑
j=1

〈 yi , φ(〈 xi , x′j 〉A)y′j 〉
∗
B

=

m∑
j=1

n∑
i=1

〈 y′j , φ(〈 xi , x′j 〉A)∗yi 〉B

=

〈
m∑
j=1

x′j ⊗ y′j ,
n∑
i=1

xi ⊗ yi

〉
B

• Comme la matrice
∑n
i,j=1 ei,j ⊗〈 xi , xj 〉A ∈Mn(A) est positive et 1⊗ φ : Mn(A)→Mn(L(HB))

est une application positif, on a〈
(yk)nk=1, 1⊗ φ

 n∑
i,j=1

ei,j ⊗ 〈 xi , xj 〉A

 (yk)nk=1

〉
B

=

n∑
i,j=1

〈
(yk)nk=1, ei,j ⊗ φ(〈 xi , xj 〉A)((yk)nk=1)

〉
B

=

n∑
i,j=1

〈
(yk)nk=1, (0, · · · , φ(〈 xi , xj 〉A)yj , · · · , 0)

〉
B

=

n∑
i,j=1

〈
yi, φ(〈 xi , xj 〉A)yj

〉
B

=

〈
n∑
i=1

xi ⊗ yi,
n∑
i=1

xi ⊗ yi

〉
B

,
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donc 〈
n∑
i=1

xi ⊗ yi,
n∑
i=1

xi ⊗ yi

〉
B

≥ 0.

L’ensemble
NX,Y := {z ∈ X� Y : 〈 z , z 〉B = 0},

est un sous-espace vectoriel de X�Y, qui est invariant par l’action de B et on a la propriété 〈 x , y 〉B = 0
pour tout x ∈ X�Y et y ∈ NX,Y. Donc X�Y/NX,Y est un B-module pré-hilbertien séparé avec le B-produit
scalaire 〈

n∑
i=1

xi ⊗ yi +NX,Y,

m∑
j=1

x′j ⊗ y′j +NX,Y

〉
B

:=

〈
n∑
i=1

xi ⊗ yi,
m∑
j=1

x′j ⊗ y′j

〉
B

.

Le complété de X � Y/NX,Y par rapport à la norme induite par ce B-produit scalaire est un B-module
hilbertien, il est appelé le produit tensoriel intérieur de X et Y, et il sera dénoté par X⊗φ Y. De plus, il
existe une action canonique de A sur X� Y définie de la manière suivante(

n∑
i=1

xi ⊗ yi

)
· a :=

n∑
i=1

xi · a⊗ yi;

d’après l’inégalité

n∑
i,j=1

ei,j ⊗ 〈 xi · a , xj · a 〉A ≤ ‖a‖
2

 n∑
i,j=1

ei,j ⊗ 〈 xi , xj 〉A


dans Mn(A) et le fait que φ est une application complètement positive, on a〈(

n∑
i=1

xi ⊗ yi

)
· a,

(
n∑
i=1

xi ⊗ yi

)
· a

〉
B

≤ ‖a‖2
〈

n∑
i=1

xi ⊗ yi,
n∑
i=1

xi ⊗ yi

〉
B

. (7)

Découle de l’inégalité (7) que le sous-espace vectoriel NX,Y est invariant par A, donc on peut bien étendre
l’action canonique de A sur X⊗φ Y,(

n∑
i=1

xi ⊗ yi +NX,Y

)
· a :=

n∑
i=1

xi · a⊗ yi +NX,Y.

Exemple 3.50 Soient X un A-module hilbertien, H un espace hilbertien. Si on considère l’application
complètement positive φ : C → L(X), λ 7→ (φ(λ)x := λx). Alors, on construit le A-module hilbertien
H⊗φ X qui sera dénoté par H⊗C X. L’action de A est donnée par(

n∑
i=1

λihi ⊗ ai

)
· a =

n∑
i=1

λihi ⊗ aia,

et le produit scalaire est donné par〈
n∑
i=1

λihi ⊗ ai,
m∑
j=1

λ′jh
′
j ⊗ a′j

〉
A

=

n∑
i=1

m∑
j=1

λiλ′j( hi | h′j )〈 ai , a′j 〉A.

Soient les modules hilbertiens XA, X′A, YB , Y
′
B , les applications complètement positifs φ : A→ L(YB),

φ′ : A → L(Y′B), et les morphismes T ∈ L(XA,X
′
A), S ∈ L(YB ,Y

′
B) tel que φ′(a) ◦ S∗ = S∗ ◦ φ(a) pour

tout a ∈ A. Si on définit la fonction

T ⊗ S : X⊗φ Y → X′ ⊗φ′ Y′
n∑
i=1

xi ⊗ yi 7→
n∑
i=1

T (xi)⊗ S(yi)
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Dès qu’on a l’égalité〈
T ⊗ S

(
n∑
i=1

xi ⊗ yi

)
,

m∑
j=1

x′j ⊗ y′j

〉
B

=

〈
n∑
i=1

T (xi)⊗ S(yi),

m∑
j=1

x′j ⊗ y′j

〉
B

=

n∑
i=1

m∑
j=1

〈 S(yi) , φ(〈 T (xi) , x
′
j 〉A)y′j 〉B

=

n∑
i=1

m∑
j=1

〈 yi , φ′(〈 xi , T ∗(x′j) 〉A)S∗(y′j) 〉B

=

〈
n∑
i=1

xi ⊗ yi,
m∑
j=1

T ∗(x′j)⊗ S∗(y′j)

〉
B

=

〈
n∑
i=1

xi ⊗ yi, T ∗ ⊗ S∗
 m∑
j=1

x′j ⊗ y′j

〉
B

,

donc T ⊗ S ∈ L(X⊗φ Y,X′ ⊗φ′ Y′).

4 Le théorème de Stinespring
Définition 4.1 Un ensemble d’éléments {xi}i∈I dans un A-module hilbertien X est appelé un système de
générateurs pour X, si les sommes finies {

∑
k xik · ak : ak ∈ A} est dense dans X. Un module hilbertien

qui a un système dénombrable de générateurs est appelé dénombrablement engendré.

On va montrer une autre caractérisation du module standard HA, en utilisant le produit tensoriel
intérieur, qui sera utilisé pour démontrer le théorème de stabilisation de Kasparov.

Lemme 4.2 Soit H un espace hilbertien séparable de dimension infinie. Alors, le produit tensoriel inté-
rieur H⊗C A et HA sont isomorphes comme A-modules hilbertiens.

Preuve. Soit {ei}∞i=1 une base orthonormale de H. Si H0 := span{ei}, donc H0 �C A est dense dans
H⊗C A. On définit

α : H0 ×A → HA(
n∑
i=1

λiei, a

)
7→ (λ1a, λ2a, · · · , λna, 0, · · · )

C’est évident que α est une transformation bilinéaire, donc il existe une transformation linéaire ψ de
H0 �C A vers HA tel que ψ(ei ⊗ a) = α(ei, a) pour tout i ∈ N et tout a ∈ A. De plus,

〈 ψ(ei ⊗ a) , ψ(ej ⊗ a′) 〉A = 〈 α(ei, a) , α(ej , a
′) 〉A =

{
0 si i 6= j,

〈 a , a′ 〉A si i = j.

〈 ei ⊗ a , ej ⊗ a′ 〉A = ( ei | ej )〈 a , a′ 〉A =

{
0 si i 6= j,

〈 a , a′ 〉A si i = j.

Donc, on a les égalités
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•

ψ

((
n∑
i=1

λiei ⊗ ai

)
· a

)
= ψ

(
n∑
i=1

λiei ⊗ aia

)
=

n∑
i=1

α(λiei, aia)

=

n∑
i=1

α(λiei, ai) · a =

(
n∑
i=1

ψ(λiei ⊗ ai)

)
· a

= ψ

(
n∑
i=1

λiei ⊗ ai

)
· a.

• 〈
ψ

(
n∑
i=1

λiei ⊗ ai

)
, ψ

 m∑
j=1

λ′jej ⊗ a′j

〉
A

=

n∑
i=1

m∑
j=1

λiλ′j
〈
ψ (ei ⊗ ai) , ψ

(
ej ⊗ a′j

)〉
A

=

n∑
i=1

m∑
j=1

λiλ′j
〈
ei ⊗ ai, ej ⊗ a′j

〉
A

=

〈
n∑
i=1

λiei ⊗ ai,
m∑
j=1

λ′jej ⊗ a′j

〉
A

C’est-à-dire, φ est un morphisme de A-modules hilbertiens qui préserve le produit scalaire. Soit (an) ∈ HA,
on a

‖(an)− (a1, · · · , ak, 0, · · · )‖2A = ‖(0, · · · , 0, ak+1, ak+2, · · · )‖2A

= ‖〈 (0, · · · , 0, ak+1, ak+2, · · · ) , (0, · · · , 0, ak+1, ak+2, · · · ) 〉A‖

=

∥∥∥∥∥
∞∑

i=k+1

a∗i ai

∥∥∥∥∥ ,
pour chaque et chaque k ∈ N. Dès que

∑∞
i=1 a

∗
i ai converge dans A, donc la suite {(a1, · · · , ak, 0, · · · )}k

converge vers (an) dans HA. Comme

(a1, · · · , ak, 0, · · · ) = ψ(

k∑
i=1

ei ⊗ ai),

donc (an) appartient à la clôture de l’image de ψ. Alors, ψ est d’image dense, donc on peut l’étendre à
un isomorphisme de A-modules hilbertiens entre H⊗C A et HA. �

Remarque 4.3 Soit A une C*-algèbre qui n’est pas unitaire. On identifie HA avec H⊗C A et HA1
avec

H ⊗C A1. Si i note l’inclusion de A dans A1, donc 1H ⊗ i : HA → HA1
est un morphisme isométrique

de modules hilbertiens et son image est HA1
·A, puisque h ⊗ a = (h ⊗ 1A1

) · a dans HA1
. Alors HA est

isomorphe à HA1 ·A comme modules hilbertiens.

De plus, si X est un A-module hilbertien, on peut voir X comme un A1-module hilbertien et obtenir un
morphisme isométrique 1X ⊕ (1H ⊗ i) : X⊕ HA → X⊕ HA1 avec image (X⊕ HA1

) ·A puisque X ·A = X.
Alors X⊕ HA est isomorphe à (X⊕ HA1) ·A comme modules hilbertiens.

Théorème 4.4 (Stabilisation de Kasparov) Soit X un A-module hilbertien dénombrablement engen-
dré, alors

X⊕ HA ' HA,

comme A-modules hilbertiens.
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Preuve. D’abord, si u : HA1 → X⊕ HA1 est un isomorphisme de A-modules hilbertiens, on peut obtenir
un isomorphisme de HA1 ·A sur (X⊕ HA1) ·A. D’après la Remarque 4.3, on obtient un isomorphisme
entre X⊕ HA et HA. Alors, on peut supposer toujours que A est unitaire.

Comme X est dénombrablement engendré, donc on peut choisir un système dénombrable de générateurs
{xn}n∈N tel que pour chaque m ∈ N il existe une infinité de xn tel que xn = xm. D’après le Lemme
précédent, on voit HA = H ⊗C A, où H est un espace hilbertien séparable de dimension infinie. Si
{hn}n∈N est une base orthonormale de H, donc c’évident que {en := hn ⊗ 1A}n∈N est un système
dénombrablement engendré pour HA et que 〈 en , em 〉A = δn,m1A. Pour chaque n ∈ N, on pose

yn := (2−nxn, 4
−nen) ∈ X⊕ HA,

donc

T :=

∞∑
i=1

θyi,ei

appartient à K(HA,X⊕ HA). On a

T (en) =

∞∑
i=1

θyi,ei(en)

=

∞∑
i=1

yi · 〈 ei , en 〉A

= 2−n(xn, 0) + 4−n(0, en)

et si xm = xn, donc
T (2mem) = (xn, 0) + 2−m(0, em).

Puisqu’on a supposé qu’il y a une infinité de m tel que xm = xn, on a que (xn, 0) appartient à l’adhérence
de T (HA) et comme

(0, en) = T (4nen)− 2n(xn, 0),

donc (0, en) appartient aussi à l’adhérence de T (HA). Alors T (HA) = X⊕ HA. De plus,

T ∗ =

∞∑
i=1

θei,yi ,

donc on a T (4nen) = (0, en), d’où T ∗(X⊕ HA) = HA. D’après le Lemme 3.47, on a fini la preuve. �

Théorème 4.5 (Stinespring) On suppose que la C*-algèbre A est séparable, la C*-algèbre B a des
unités approchées dénombrables. Soit φ : A→ L(HB) une application complètement positive, alors

1) Il existe un *-homomorphisme π : A→ L(HB) et un élément V ∈ L(HB) avec la propriété,

φ(a) = V ∗ ◦ π(a) ◦ V,

pour tout a ∈ A. Si A est unitaire, alors π peut être choisi unifère.
2) Si A est unitaire et φ est unifère, il existe un homomorphisme unifère

σ : A→ L(HB ⊕ HB)

tel que pour tout a ∈ A, φ(a)⊕0 = q ◦σ(a)◦ q, où q ∈ L(HB ⊕ HB) est la projection sur le premier
facteur directe. Si la C*-algèbre A est non unitaire, alors ce reste valide si ‖φ‖ ≤ 1.

Preuve. D’abord, on considère que A est unitaire. On prend le B-module hilbertien E := A ⊗φ HB et
on définit le *-homomorphisme unifère π′ : A → L(E) comme l’action canonique de A sur E. On définit
les fonctions

W : HB → E
x 7→ 1⊗ x +NA,HB

,
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W ∗ : A� HB → HB
n∑
i=1

ai ⊗ xi 7→
n∑
i=1

φ(ai)xi
,

Comme l’application φ′ = 1⊗ φ : Mn(A)→Mn(L(HB)) est positif, donc φ′(a∗)φ′(a) ≤ ‖φ′(1)‖φ′(a∗a) et
on a l’inégalité∥∥∥∥∥W ∗

(
n∑
i=1

ai ⊗ xi

)∥∥∥∥∥
2

B

≤

∥∥∥∥∥∥
n∑

i,j=1

〈 xi , φ(a∗i )φ(aj)xj 〉B

∥∥∥∥∥∥ ≤ ‖φ(1)‖

∥∥∥∥∥
〈

n∑
i=1

ai ⊗ xi,

n∑
i=1

ai ⊗ xi

〉
B

∥∥∥∥∥ .
Donc W ∗(NA,HB ) = 0, et W ∗ peut être étendu à un morphisme sur E par continuité. D’après les égalités
• 〈

W (x),

n∑
i=1

ai ⊗ yi +NA,HB

〉
B

=

〈
1⊗ x +NA,HB ,

n∑
i=1

ai ⊗ yi +NA,HB

〉
B

=

〈
x,

n∑
i=1

φ(ai)yi

〉
B

=

〈
x,W ∗

(
n∑
i=1

ai ⊗ yi +NA,HB

)〉
B

,

•
W ∗ ◦ π′(a) ◦W (x) = W ∗(a⊗ x +NA,HB ) = φ(a)x,

on a W ∈ L(HB ,E) et W ∗ ◦ π′(a) ◦W = φ(a).

Soit π0 : A → L(H) une *-homomorphisme quelconque (e.g. une représentation de A), en utilisant
l’identification HB = H⊗C B, on peut construire le *-homomorphisme

π′′ : A → L(HB)
a 7→ π0(a)⊗ idB

,

On prend le *-homomorphisme π = π′ ⊕ π′′ : A → L(E⊕ HB) et les morphismes canoniques i : E →
E⊕ HB , j : E⊕ HB → E, si on pose V := i◦W et V ∗ := W ∗ ◦ j, en utilisant l’identification E⊕HB ' HB ,
on a V ∈ L(HB) et

V ∗ ◦ π(a) ◦ V = W ∗ ◦ j ◦ π(a) ◦ i ◦W = W ∗ ◦ π′(a) ◦W = φ(a),

pour tout a ∈ A.

Si φ(1) = 1, donc W ∗ ◦W = 1 et W ◦W ∗ est une projection. Donc,

E ' Im(W ◦W ∗)⊕ Im(1−W ◦W ∗) ' HB ⊕ E′,

et
E⊕ HB ' HB ⊕ (E′ ⊕ HB) ' HB ⊕ HB .

D’après cet identification V devient l’inclusion HB⊕0 ⊂ HB⊕HB et V ∗ devient la projection de HB⊕HB
sur le première facteur directe.

Dans le cas non-unitaire, si φ : A→ L(HB) est une application complètement positive tel que ‖φ‖ ≤ 1,
donc on peut étendre φ à une application complètement positive φ̃ : A1 → L(HB), et on revient au le cas
unitaire. �

5 La théorie Ext de Kasparov
Dans la suite, on appellera simplement algèbres aux C*-algèbres.
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5.1 Extensions d’algèbres et l’invariant de Busby
Définition 5.1 Soient A et C deux algèbres. Par une extension E = (α,B, β) de C par A, on veut dire
une algèbre B avec morphismes α et β tel que la suite courte ci-dessous

0 // A
α
// B

β
// C // 0

est exacte. L’ensemble de tous les extensions de C par A sera dénoté Ext(C,A). L’extension E est appelé
trivial, si la suite exacte courte est scindée, i.e. il existe un morphisme γ : C → B tel que β ◦ γ = idC ; E
est appelé essentielle si α(A) est un idéal essentiel dans B.

Lemme 5.2 Soit 0 // A
α
// B

β
// C // 0 une suite exacte courte. Alors, il existe un unique

morphisme σ : B →M(A) tel qu’on a le diagramme commutatif suivant

A
α
//

iA
""

B

σ

��

M(A)

Preuve. Comme α(A) est un idéal dans B, par le Théorème 2.15, on peut obtenir un unique morphisme
µ : B → M(α(A)) tel que µ|α(A) = iα(A). Si α′ est l’extension de α à un isomorphisme entre M(A) et
M(α(A)), en prenant σ = α′−1 ◦ µ, on a σ ◦ α = iA.

Si φ : B →M(A) est autre morphisme tel que φ◦α = iA, le morphisme α′ ◦φ est l’identité dans α(A)
et par le théorème 2.15, il est égal à µ dans tout B. Donc φ = α′−1 ◦ µ = σ. �

Dans la suite, soit E = (α,B, β) une extension de C par A.

Définition 5.3 On définit l’invariant de Busby de E comme le morphisme

τE : C → M(A)/A
c 7→ πA ◦ σ(b),

où b ∈ B tel que β(b) = c, et πA : M(A)→M(A)/A est le morphisme canonique.

Remarque 5.4 Le morphisme τE est bien défini. En effet, si on a b1, b2 ∈ B tel que β(b1) = β(b2) = c,
donc il existe a ∈ A tel que b1 − b2 = α(a). Alors πA ◦ σ(b1 − b2) = πA ◦ σ ◦ α(a) = πA ◦ iA(a) = 0.

Proposition 5.5 L’invariant de Busby de E est l’unique morphisme qui fait le diagramme suivant com-
mutatif

0 // A
α
// B

β
//

σ

��

C //

τE

��

0

0 // A
iA
//M(A)

πA
//M(A)/A // 0

Preuve. Il découle de la définition précédente. �

De manière réciproque, on va partir d’un morphisme de C versM(A)/A, et on va trouver une extension
de C par A. On utilisera la définition suivante :

Définition 5.6 Un pullback de l’algèbre C par les morphismes α1 : A1 → C et α2 : A2 → C, est la
sous-algèbre de A1 ⊕A2 définie par

PB(C,α1, α2) := {(a1, a2) ∈ A1 ⊕A2 : α1(a1) = α2(a2)}.

Pour i = 1, 2, on a les morphismes

βi : PB(C,α1, α2) → Ai
(a1, a2) 7→ ai
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Proposition 5.7 Si D est une algèbre avec morphismes δi : D → Ai pour i = 1, 2 qui satisfont α1 ◦ δ1 =
α2 ◦ δ2, alors il existe un unique morphisme ∆D : D → PB := PB(C,α1, α2) qui fait le diagramme

D
δ2

//

δ1

��

∆D

!!

A2

α2

��

PB

β1

}}

β1

==

A1 α1

// C

commutatif.

Proposition 5.8 Soit τ un morphisme de l’algèbre C vers l’algèbreM(A)/A, et soit PB le pullback de
M(A)/A par πA et τ ,

PB //

��

C

τ

��

M(A)
πA

//M(A)/A

.

Alors, avec les morphismes canoniques

α′ : A → PB
a 7→ (iA(a), 0)

β′ : PB → C
(m, c) 7→ c

,

on peut construire la suite exacte

0 // A
α′
// PB

β′
// C // 0

qui a comme l’invariant de Busby à τ .

Preuve. El pullback est PB = {(m, c) ∈ M(A) ⊕ C : πA(m) = τ(c)}, donc α et β sont bien définis et
Kerβ = {(m, c) ∈ PB : c = 0} = A ⊕ 0 = α(A). De plus α est injectif, et β est surjectif (car πA est
surjectif).

Si θ : Pb→M(A) est le morphisme (m, c) 7→ m, on a θ◦α = iA. Comme τE(β(m, c)) = πA ◦θ(m, c) =
πA(m) = τ(c) = τ(β(m, c)), alors τE = τ . �

Remarque 5.9 On vient de construit une application

Ext(C,A) → Hom(C,M(A)/A)
E 7→ τE

qui est surjective. Dans la suite, on va déterminer une relation dans l’ensemble des extensions de C par
A qui fait l’application précédente soit injective.

Proposition 5.10 Il existe un isomorphisme ψ entre B et le pullback PB deM(A)/A par πA et τE qui
fait le suivant diagramme

0 // A
α

// B
β

//

ψ

��

C // 0

0 // A
α′
// PB

β′
// C // 0

commutatif.
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Preuve. Par définition de τE , πA ◦ σ(b) = τE ◦ β(b) pour tout b ∈ B donc on pose

ψ : B → PB
b 7→ (σ(b), β(b))

Comme ψ ◦ α(a) = (σ ◦ α(a), 0) = (iA(a), 0) = α′(a) et β′ ◦ ψ(b) = β′(σ(b), β(b)) = β(b), donc ψ fait le
diagramme commutatif.

Si 0 = ψ(b), b ∈ Kerβ donc il existe a ∈ A tel que b = α(a). Comme σ ◦ α = iA, on a 0 = σ(b) =
σ ◦ α(a) = a, donc b = α(a) = 0.

Soit (m, c) ∈ PB. Comme β est surjectif, il existe b0 ∈ B tel que β(b0) = c ; si on pose x := σ(b0)−m ∈
M(A), donc πA(σ(b0) − m) = τE ◦ β(b0) − πA(m) = τE(c) − πA(m) = 0, c’est-à-dire x ∈ A. Alors, si
b = b0 − α(x), on a σ(b) = σ(b0)− x = m et ψ(b) = (σ(b), β(b)) = (m.c). �

Corollaire 5.11 Soient E1 = (α1, B1, β1), E2 = (α2, B2, β2) deux extensions de C par A dont les
invariants de Busby sont τE1

, τE2
respectivement. Alors τ1 = τ2 si et seulement s’il existe un isomorphisme

ψ qui fait le diagramme

0 // A
α1

// B1
β1

//

ψ

��

C // 0

0 // A
α2

// B2
β2

// C // 0

commutatif.

Preuve. On suppose τ1 = τ2. Si PB est le pullback de M(A)/A par πA et τ1 = τ2 et ψi : Bi → PB
(i = 1, 2) les isomorphismes qu’on trouve par la Proposition 5.10. Alors, le isomorphisme ψ := ψ−1

2 ◦ ψ1

est le morphisme qu’on cherche.
Réciproquement, soient σ1, σ2 les uniques morphismes tels que σ1 ◦ α1 = σ2 ◦ α2 = iA, comme on a

σ1 ◦ ψ−1 ◦ α2 = σ1 ◦ α1 = iA donc σ1 = σ2 ◦ ψ. Donné c ∈ C, soit b1 ∈ B1 tel que β1(b1) = c, dès que
β2(ψ(b1)) = β1(b1) = c donc τ1(c) = πA ◦ σ1(b1) = πA ◦ σ2(ψ(b1)) = τ2(c). �

Définition 5.12 Deux extensions qui satisfont le Corollaire 5.11 sont appelés fortement isomorphes. On
note E1 ≡ E2, si E1 et E2 sont fortement isomorphes, et Ext≡(C,A) à l’ensemble de classes d’équivalence
pour la relation fortement isomorphes dans les extensions de C par A.

Proposition 5.13

1. E est essentiel si et seulement si le morphisme τE est injectif.
2. E est trivial si et seulement s’il existe un morphisme η : C →M(A) tel que τE = π ◦ η,

0 // A
α

// B
β

//

ω

��

C //

τE

��

η

zz

0

0 // A
iA

//M(A)
πA

//M(A)/A // 0

3. τE = 0 si et seulement si B est isomorphe à A⊕ C.

Preuve. Voir [11] �

5.2 Sommes des extensions
Soient A et C deux algèbres.
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Définition 5.14 Soient E1 = (α1, B1, β1), E1 = (α1, B1, β1) ∈ Ext(C,A) dont les invariants de Busby
sont τE1 , τE2 respectivement. On dit que E1 et E2 sont fortement équivalents, et il sera noté par τE1 ≈ τE2 ,
s’il existe un élément unitaire u ∈ M(A) tel que τ2(c) = πA(u)τ1(c)πA(u)∗ pour tout c ∈ C. On va
noter par Ext≈(C,A), l’ensemble de classes d’équivalence par la relation fortement équivalent dans les
extensions de C par A.

Remarque 5.15 Évidement, la condition d’être fortement équivalent implique celle d’être fortement iso-
morphe.

Définition 5.16 Soit φ : K ⊗M2(C)→ K un isomorphisme quelconque. Le morphisme

Sφ : A⊗ (K ⊗M2(C))→ A⊗K

défini par Sφ := 1⊗φ est appelé un isomorphisme standard pour φ de M2(A⊗K) vers A⊗K. On va aussi
noter par Sφ aux isomorphismesM2(M(A⊗K))→M(A⊗K) etM2(M(A⊗K)/A⊗K)→M(A⊗K)/A⊗K
qui sont induits par Sφ et la Proposition 2.21.

Proposition 5.17 Soit Sφ, Sψ deux morphismes standards deM2(A⊗K) vers A⊗K. Il existe un élément
u ∈M(A⊗K) tel que l’automorphisme Sφ ◦ S−1

ψ : A⊗K → A⊗K est ad(u).

Preuve. Par définition, Sφ ◦ S−1
ψ = 1 ⊗ φ ◦ ψ−1. Dés que φ ◦ ψ−1 est un automorphisme de K, par la

Proposition 2.13, il existe un élément unitaire U ∈ B tel que φ ◦ ψ−1 = adU . Si on pose u := 1 ⊗ U ∈
M(A)⊗B ⊂M(A⊗K), on a Sφ ◦ S−1

ψ = ad(u). �

Corollaire 5.18 Soient x1 et x2 dans Ext≈(C,A⊗K). Si E1 et E2 sont les extensions représentants de
x1 et x2 respectivement, dont

τi : C →M(A⊗K)/A⊗K
sont ses invariants de Busby, alors l’application

C
τ1⊕τ2

//M(As)/As
� � // M2(M(As)/As)

Sφ
//M(As)/As

définit une extension de C par A⊗K et son ≈-classe d’équivalence est indépendante du choix des repré-
sentants E1 et E2 et de l’isomorphisme Sφ : M2(A⊗K)→ A⊗K. La ≈-classe d’équivalence qui contient
cette extension est appelée la somme de x1 et x2, et elle sera note par x1 ⊕ x2.

Proposition 5.19 L’ensemble Ext≈(C,A⊗K) est fermé par la somme définie dans le corollaire précé-
dent. La somme des extensions définie est associatif et commutatif.

Proposition 5.20 L’ensemble des extensions triviaux de Ext≈(C,A ⊗ K) est fermé par la somme des
extensions. Le quotient de Ext≈(C,A ⊗ K) par l’ensemble des extensions triviaux est un demi-groupe
commutatif noté par Ext(C,A⊗K).

Remarque 5.21 Si τ1 et τ2 sont deux extensions de C par A ⊗ K, alors τ1 et τ2 sont égaux dans
Ext(C,A⊗K) si et seulement s’il existent des extensions triviaux τ ′1 et τ ′2 tel que τ1⊕ τ ′1 est τ2⊕ τ ′2 sont
fortement équivalent.

5.3 Extensions inversibles
Théorème 5.22 Si C est separable et A a des unités approchées dénombrables. Alors une extension
τ : C → M(A⊗K)/A⊗K est un élément inversible de Ext(C,A ⊗ K) si et seulement s’il existe une
application complètement positive ν : C →M(A⊗K) tel que πA ◦ ν = τ .

Preuve. On utilise le Théorème de Stinespring. �

Définition 5.23 Une extension

0 // A
α
// B

β
// C // 0

est dite demi-scindée s’il existe une application complètement positive γ : C → B tel que β ◦ γ = idC .

Corollaire 5.24 Si C est separable et A a des unités approchées dénombrables. Une extension τ de C
par A⊗K est un élément inversible de Ext(C,A⊗K) si et seulement s’il existe une extension trivial τ ′
tel que τ ⊕ τ ′ est semi-scindée.
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